FOURIER SERILERI

Bu béliimde Fourier serilerinden bahsedecegim. Once harmoniklerle (katsikliklarla) iliskili
sinisoidin tanimindan basliyacagim ve serilerin trigonometrik acilimlarini kullanarak
katsayilar1 belirlemek igin gerekli prosediirleri verecegim. Daha sonra, simetrinin farkl
tiplerinden bahsedip ¢esitli 6rneklerle bu yaklagimlar1 gosterecegim.

Dalga Analizi

Fransiz matematik¢i Fourier kendini belirli araliklarla tekrar eden bir dalga sekli olan dénemli
(periyodik) dalga seklinin tanimi yapmis ve harmoniklere sahip siniisoidin, yani tiim
frekanslar1 temel frekansinin (ilk harmonik) katlar1 olarak bulunabilen, bir serisi olarak
aciklamistir. Ornegin, 1 MHz, 2 Mhz, 3 Mhz ve devamu seklinde bir siniisoid serisinin 1 Mhz
temel frekansi, 2 MHz ikinci harmonigi ve devami seklinde frekanslar1 igerir. Genelde
herhangi bir donenli dalga sekli f(t)

f(t):%a0+alcosa)t+a2cos2a)t+agcos3a)t+---+blsina)t+bzsin2cot+b35in3a)t+~-- 1)
veya
f(t)=%ao+ g(ancos et + by Sinnet) (2)
n=1

seklinde gosterilir. Burada ap/2 bir sabittir ve f(t)’nin DC (ortalama) bilesenini verir. Boylece,
f(t) bir v(t) voltaji veya bir akim degeri i(t)’yi gosteriyorsa ag/2 terimi v(t) veya i(t)’nin
ortalama degeridir. a; ve b; katsayilart @’nin temel frekans bilesenlerini gosterir. Benzer
sekilde, a, ve b, katsayilar1 ®’nin ikinci harmonik bilesenlerini gosterir ve diger katsayilarda
digerlerine benzerdir. Genelde, farkli frekasta birden fazla siniisoidin toplami bir dalga seklini
verir (bakiniz Sekil 1).
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Sekil 1. Temel, ikinci ve liglincli harmonigin toplami

Esitlik 1°deki ai ve bi katsayilarini hesaplamak zor degildir, ¢iinkii siniis ve kosiniis ortagonal
(birimdik) islevlerdir ve 0’dan 2n’ye integral (tlimlev) altinda siniis ve kosiniis islevlerinin
carpimui sifirdir. Simdi bunun ispatin1 yapalim.
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Jsinmtdt =0 3
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2(j:rcos mtdt =0 4)
2jﬂ(sin mt )(cos nt )dt =0 (5)
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Esitlik 3 ve 4 sifirdir, ¢iinkii 0’dan 2n’ye altinda kalan alan sifirdir. Dolayisiyla, Esitlik 5°te
stfirdir, ¢iinkii

sin x.cos y=%[sin(x+ y)+sin(x—y)]

Bu durum Sekil 2°de agikca goriilmektedir ve sekil incelendiginde zaman eksenin altinda
kalan alanin sifir oldugu agikca goriliir.
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Sekil 2. [(sinmt)(cosnt)dt =0 ’in grafiksel ispati
0

Buna ek olarak, m ve n farkli tamsayilar ise

ch:r(sinmt )(sinnt )dt =0 (6)
clinkii

sinx.siny=%[cos(x+y)—COS(X—y)]

Esitlik 6°daki integral, m=2 ve n=3 i¢in Sekil 3’te gdsterilmistir. Sekilden de goriilecegi gibi
zaman eksenin altinda kalan alan sifirdir.
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Sekil 3. m=2 ve n=3 i¢in [(sinmt)(sinnt)dt =0 in grafiksel ispati
0

Benzer sekilde, eger m ve n farkli tamsayilar ise

2f(cos mt )(cos nt )dt =0 (7)

clinkii
COS X.COS Y =%[cos( X+Yy)—cos(x— y)]

Esitlik 7°deki integral, m=2 ve n=3 i¢in Sekil 4’te gosterilmistir. Sekilden de goriilecegi gibi
zaman eksenin altinda kalan alan sifirdir.
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Sekil 4. m=2 ve n=3 igin [(cosmt )(cosnt)dt =0 ’in grafiksel ispat1
0

Eger Esitlik 6 ve 7°deki m=n ise
2z
[ (sinmtfdt =7 (8)
0

ve
27
[ (cosmtfdt=7x 9)
0

seklindedir. Esitlik 8 ve 9’un grafiksel olarak ¢izimi Sekil 5 ve 6’da gosterilmistir.



Daha onceden de belirttigim gibi, siniis ve kosiniis islevleri birbirleri ile birimdiktir. Bu
basitlesitrme, sinlis ve kosinilis islevlerinin birimdiklik 6zelliklerinin uygulamalarindan
bulunur. Basitlestirmek i¢in Esitlik 1’de =1 alalim.

f(t):%a0+alcost+azcos 2t +a3C0S 3t +---+by Sint +y Sin 2t + 3 sin3t +--- (10)

Esitlik 10°daki herhangi bir katsayidan biri olan, drnegin b, katsayisini bulmak icin bu
esitligin her iki tarafini sin2t ile ¢arpalim.

f(t)sin2t =%aosin2t+alcostsin2t+azcos 2t sin2t+---+blsintsin2t+b2(sin2t)2+b35in3tsin2t+m
Sonra, esitligin her iki tarafini dt ile ¢garpalim ve her iki tarafin0’dan 27’ ye integralini alalim.
Yy . ao 27 2z . 2z . 2z . 2z 5
[ f(t)sm2tdt:? [sin2tdt+a; Jcostsin2tdt+ay | Cos 2tsin2tdt+---+by [ sintsin2tdt+h, [ (sin2t)dt+---
0 0 0

0 0 0
Bu esitlik incelendiginde sag taraftaki

27 5
bo | (sin2t)f dt
0
terimi digindaki tiim terimlerin sifir oldugu aciktir. Boylece bu esitlik
2r 2r
[f(t)sin2tdt=b, [ (sin2tPdt=hy7
0 0
veya
27
bp= | f(t)sin2tdt
0

sekline indirgenebilir. Boylece, herhangi bir islev f(t)’nin integrali kolayca hesaplanabilir ve
kalan katsayilar benzer sekilde bulunabilir.
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Sekil 6. | (cosmt)?dt = z ’in grafiksel ispati
0

Ayni adimlar diger katsayilar igin teker teker uygulandiginda ay, a, ve by, katsayilar1 agagidaki
gibi bulunur.
ao i 2

55 | f(t)dt (11)

f(t)cos ntdt (12)

1 27
an—zé
1 27
bn=— | f(t)sinntdt (13)
2r 0

Trigonometrik Fourier Serilerinde Simetri

Bilimde ve miihendislikte ortalama, siniis, kosiniis gibi terimler siklikla kullanilir. Baz1 dalga
sekilleri sadece kosiniis veya sadece siniis terimleri icerir. Bazilar1 ise sadece DC bilesene
sahiptir. Trigonometrik Fourier terimlerinin hesaplamasi verilen dalga seklinin simetrisine
bakarak yapilabilir. Burada bahsedecegimiz {i¢ tip simetri (bakisim) sekli vardir. Bunlar:

1. Tek simetri; Eger bir dalga sekli tek simetriye sahip yani tek iglev ise, bu seri sadece
siniis termlerine sahiptir. Baska bir deyisle, f(t) tek islev ise, ap katsayisini iceren a;
katasayilarinin hepsi sifir olacaktir.

2. Cift simetri; Eger bir dalga sekli ¢ift simetriye sahip yani ¢ift islev ise, bu seri sadece
kosiniis termlerine sahiptir, ve ap katsayisi sifir olabilir veya olmayabilir. Bagka bir
deyisle, f(t) cift islev ise, bj katasayilarinin hepsi sifir olacaktir.;

3. Yarim dalga simetri; Eger bir dalga sekli yarim dalga simetriye (daha sonra
tanimlayacagim) sahipse, sadece tek harmonikler (tek siniis ve tek kosiniis) olacaktir.
Baska bir deyisle, cift (¢ift kosiniis ve ¢ift siniis) harmonikler sifir olacaktir.

Daha 6nceki tanimlamalardan da bilindigi gibi, tek islev —f(-t)=f(t), ¢ift islev ise f(-t)=f(t)’dir.
Iki tek ilev veya iki ¢ift islevin ¢arpimu ¢ift islevdir, oysa ki bir tek ve bir ¢ift islevin ¢arpimi
tek islevdir. Ayrica, bir tek ve bir ¢ift islevin toplami (yada farki) ne ¢ift nede tek olan bir
islev olacaktir.

Simdi yarim dalga simetri ne demek ona bakalim. Daha 6nceden de bildiginiz gibi, herhangi
bir T donemli donemsel islev, f(t)=f(t+T) seklinde tanimhidir. Yani, herhangi bir t aninda
f(t)’nin degeri, t+T anindaki f(t) degeri ile ayn1 olacaktir.

Tanim: Eger

-f(t + T/2)=1(t)
ise, T donemli bir donemsel islev yarim dalga simetriye sahiptir. Yani, dalga seklinin negatif
yar1 ¢evrim sekli pozitif yari ¢evrim ile ayni olacaktir, tek fark:i ters cevrilmis olmasidir.
Simdi bir ka¢ 6rnekle bu durumu inceleyelim.
Ornek: Kare dalga da simetri
Sekil 7°deki kare dalgay: inceleyelim. Donemi T dir ve ortalama degeri sifirdir. Bu nedenle,
o sifirdir. Bu dalga sekli orijine gore simetriye sahip oldugu icin tek islevdir ve yarim dalga
simetriktir.
Yarim dalga simetriyi test etmek igin kolay bir ydntem su sekilde agiklanabilir. Once zaman
ekseninde yarim donemi T/2 alarak orijine gore sol ve sagda f(a) ve f(b) gibi iki nokta
belirlenir (bakiniz Sekil 7). Eger yarim dalga simetri varsa, bu iki deger ayni olacaktir. Tek
fark ters isaretli olmalaridir.
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Sekil 7. Kare dalga lizerinde yarim dalga simetri testi
Temel, ikinci ve Uciincii Harmoniklerdeki Simetri

Sekil 8’de tipik bir sinilis dalganin temel, ikinci ve ii¢lincii harmonikleri gosterilmistir.
Sekilden de goriilebilecegi gibi yarim donem T/2 se¢ilmistir. Bu temel, ikinci ve ii¢ilincii
harmonikler i¢in yarim dalga simetrinin test edilmesinde gereklidir. Temel harmonik yarim
dalga simetriktir ¢linkii, T/”’ye gore baktigimizda (sag ve sol taraflarina) a ve —a degerleri
aym ve ters isaretlidir. ikinci harmonik yarim dalga simetrik degildir ¢iinkii, orijinin solundaki
ve sagindaki b, aynidir ancak ters isaretli degildir. Ugiincii harmonik yarim dalga simetriktir
clinkii, benzer sekilde orijine gore c katsayilar1 ters isaretli ve aym degerlidir. Bu dalga
sekilleri pozisyon ve orijine gore ne tek ne de ¢ift islevlerdir. Ayrica, bu li¢ dalga sekli yatay
eksen yukar1 veya asag1 hareket ettirilmedikge sifir ortalama degere sahiptir.

Temel trigonometrik Fourier seri katsayilari esitliklerine donersek, a, ve by katsayilari i¢in
integral limitleri 0’dan 27’ye yani bir T donemi olarak verilmistir. Dogal olarak, integral
siirlar1 — &, w arasinda segilir ve verilen dalga sekli ¢ift veya tek veya yarim dalga simetriye
sahipse, a, ve b, katsayilar1 0°dan w’ye integre edilerek hesaplanir ve bulunan deger 2 ile
carpilir. Eger dalga sekli yarim dalga simetrik ve ¢ift veya tek islev ise, a, ve b, katsayilart
0’dan n/2’ye integre edilerek hesaplanir ve bulunan deger 4 ile ¢arpilir. Bunun ispati ¢ok
basittir ¢iinkii, iki ¢ift ve tek islevin carpimi yine ¢ifttir.
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Sekil 8. Yarim dalga simetri testi i¢in temel, ikinci ve liclincli harmonikler



